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UN ANALOGUE GLOBAL DU CONE NILPOTENT

GERARD LAUMON*

0. Introduction. Soit G un groupe algébrique réductif complexe, g son algébre
de Lie, g* le dual de 'espace vectoriel sous-jacent & g et A ™* C g* le cOne fermé
réduit formé des éléments nilpotents de g*: A"* est par définition la réunion des
sous-espaces vectoriels b+ C g*, ol b parcourt les sous-algébres de Lie de Borel
de g.

Le groupe G agit sur g* par la représentation coadjointe et laisse stable A™*;
N* est réunion d’'un nombre fini d’orbites pour cette action, les orbites nilpo-
tentes de G (cf. [Sp-St]).

Dans le fibré cotangent T*G de G, identifié & G X cg* par translation &
gauche, considérons le sous-ensemble

Ag={(8. )Ig € Z;(&*) et & € N+,

ou on a noté¢ Z;(£*) le centralisateur de £* dans G pour laction coadjointe.
Alors, on a (voir Appendices B et C pour des démonstrations):

THEOREME (0.1). A est le support d’un fermé réduit conique et lagrangien de
T*G, noté encore Ag.

L’objet de cet article est de prouver un analogue “global” de (0.1). Plus
précisément, soient X une courbe projective, lisse et connexe sur C et n un entier
> 1. Notons Fiby , le champ algébrique sur C des fibrés vectoriels & de rang n
sur X et T*Fib, , le fibré cotangent a Fiby ,. Les points de T*Fiby , sont les
couples

L, L2, Q)
X

ou 2 est un fibré vectoriel de rang n sur X ® k, pour un corps k contenant C,
et ou u est un homomorphisme de Oyq , -modules.

Définition (0.2). On dira qu'un couple (£, u) comme ci-dessus est nilpotent
si ’homomorphisme composé

L L9, W1 2, (04)% > -

u®1®(n-1
e

®
£ 8, (%)™
est identiquement nul (on a noté simplement 1 l'identité de Q).
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648 GERARD LAUMON

Par analogie & A, on considére le sous-ensemble
= {(<, u) nilpotent }

de T*Fiby ,. L’énoncé suivant, que j’avais conjecturé dans [La] (6.2.1), est le
résultat principal de cet article.

THEOREME (0.3). Ay, est le support d’un fermé réduit conique et lagrangien de
T*Fiby , noté encore Ay ,.

En particulier, les fibrés vectoriels £ de rang n sur X & k, pour k un corps
contenant C, tels qu’il n’existe pas d’homomorphismes de 0y ,-modules
u: L->LQ, QY avec (&, u) nilpotent autres que zéro, forment un ouvert
dense de Fiby , (a savoir 'ouvert au dessus duquel Ay , se réduit 4 la section
nulle de T*Fiby ,). C’est & ma connaissance Drinfeld qui le premier a considéré
cet ouvert dense de Fiby , (cf. [Dr]).

Le plan de cet article est le suivant. Au numéro 1, nous définissons le cone
nilpotent A y , et sa stratification canonique par les types nilpotents. Au numéro
2, nous étudions d’'un point de vue différentiel les champs de drapeaux
(généralisés) de fibrés vectoriels sur une courbe. Le numéro 3 contient la preuve
du théoréme (0.3) ainsi que divers compléments (en particulier le lien entre A ,
est la stratification de Shatz de Fiby , par le polyndme de Harder-Narasimhan).
Au numéro 4, nous esquissons une autre démonstration de (0.3), valable plus
généralement pour les fibrés principaux homogénes sur X sous un goupe réductif
complexe arbitraire et qui utilise la présentation d’Atiyah et Bott du champ de
ces fibrés.

Dans l'appendice A nous donnons les définitions et résultats de géométrie
symplectique utilisés dans le cours du texte. Dans le cas particulier G = GL, ¢,
nous donnons une premiére démonstration de (0.1) dans I'appendice B. Enfin
dans I’appendice C, nous montrons (0.1) en général.

Les résultats de cet article s’étendent sans grande modification au champ des
faisceaux cohérents de rang générique n sur X et permettent de définir un
processus d’induction parabolique pour les faisceaux automorphes (analogue
géométrique de la théorie des séries d’Eisenstein pour GL, sur un corps de
fonctions). Nous y reviendrons.

Jai bénéficié pour cet article de discussions fructueuses avec C. Moeglin, L.
Moret-Bailly, et J. L. Waldspurger. La frappe du manuscrit a ét¢ admirablement
réalisée par Mme. Bonnardel et Mme. Le Bronnec, je les en remercie.

1. Le champ algébrique T*Fiby , et le c6ne fermé A ,. Pour la notion de
champ algébrique, on renvoie a [Ar] et & un travail en préparation de I'auteur.

On fixe dans tout cet article une courbe X connexe, projective et lisse sur C, de
genre g, et un entier n > 1. Le champ algébrique Fiby , des fibrés vectoriels &
de rang n sur X est lisse sur C, purement de dimension n%(g — 1). Ses
composantes connexes (Fib/, % n)¢ <z paramétrent les fibrés vectoriels de rang n
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sur X de degré ¢ fixé. On notera .Z le fibré vectoriel de rang » universel sur
X X¢ Fiby , et pri: X X ¢ Fiby , = X, pry: X X ¢ Fiby , = Fiby , les pro-
jections canoniques.

Le complexe cotangent de Fiby , (cf. [I1], II, (1.2.7)) est donné par

Ly, ¢ = Rprz.Hom(.Sf’ , Py Q{\,)
et, par dualité de Grothendieck, le faisceau tangent de Fiby , est donné par
‘g-Fibx_,,/C = Rlprz‘Hom(.}?, j)

Le fibré cotangent de Fib, ,
7. T*Fiby , — Fiby ,

est le fibré vectoriel au sens de Grothendieck V( Iy, ,¢) associé au faisceau
cohérent Jgy, ¢ sur Fiby ,.

LeMME (1.1). Pour tout schéma S sur C, T*Fiby ,(S) est la catégorie des
couples (¥, $—— & @, QY), ot & est un fibré vectoriel de rang n sur X X ¢S et
ou u est un homomorphisme de Oy s-modules.

Prewve. Fixons un fibré vectoriel ¥ de rang n sur X X8, ie. Fe
ob Fiby ,(S). Alors, un objet de T*Fiby ,(S) au dessus de . est la donnée d’'un
homomorphisme de 0g-modules

(~7 Fibx‘,,/c) Boring 05 - Os,
i.e. d’un homomorphisme de 0g-modules
R'pr,,Hom (&, Z) - O

compte-tenu du théoréme de changement de base (on a noté encore
pry: X X ¢ S — S la projection canonique). Maintenant, un tel homomorphisme
équivaut a une fléche

Rpr,,Hom(Z, £)[1] - O
dans D2, (0) et donc, par dualité de Grothendieck, & une fléche
O; > R prz.Hom(.Sf , L&, ﬂf\,)

dans D5, (), i.e. finalement, par adjonction, & un homomorphisme de Oy, _s-
modules

Oxx.s = Hom(2, L@, Q).

D’ou la conclusion. O
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Ce lemme montre que T*Fiby , est le champ algébrique sur C des couples
(%, u). En particulier, on a un homomorphisme Oy, g, -linéaire universel

(1.2) i: (idy X 1)* @ (idy X 7)* L@, Q.
Pour tout champ algébrique & sur C, tout fibré vectoriel £ de rang n sur

X X ¢&, tout homomorphisme Oy, . -linéaire u: £L—- L, QY et tout entier
i > 0, on notera simplement

. ®i

u': - £ e, (2)

’homomorphisme composé
(u ® id(glx)e(i"l))° e °(u ® ldﬂlx) ou

et X, et %, les noyaux et conoyaux de ', de sorte que 'on a une suite exacte
(1.3) 0> X, > P28, (%)% > ¢-0
de Oy,  -modules cohérents. On a trivialement les inclusions
(14) O=A,cH,cH,C -+ C&
et u induit, pour tout i > 1, un monomorphisme

(1.5) (1)) = (KX @, Q.

LEMME (1.6). Supposons que les Oy, o -modules cohérents %,,..., %, .,
soient tous plats sur 0. Alors:

(i) pourtouti=1,...,n, L/H,, X,/H,_| et X, sont des fibrés vectoriels sur
X X5

(ii) pour tout entier i > n, X,/ H;,_, =0 et X; = X,

ne

Preuwve. Pour i=1,...,n+ 1, &/X, X,/H,_, et X, sont plats sur O,
puisque l’on a les suites exactes

0->L/H, > L8, (2)° > € -0
U 70 IR 74 Rl 70 fiad)
et 0= = A > X /A, > 0.

De plus, pour tout point s de &, (Z/X;) > (H/H;_1)(s) €t (K})( sont des
fibrés vectoriels sur X X ¢s d’aprés (1.4), (1.5) et les “platitudes” ci-dessus. D’ou
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I’assertion (i) et le fait que /X, ., X, .1/X, et X, ., sont des fibrés vectoriels
sur X X & (cf. [EGA], (0.6.6.19)).

Compte-tenu de (1.5), pour prouver lassertion (ii), il suffit de montrer que
H,+1/X, =0, ie. compte-tenu de ce qui précéde, que (K, /X,) ), = 0 pour
tout point s de #. Or, on a, d’aprés (1.5),

rang( X}, 1/9‘/,‘)@) < rang( X, /A _ 1)(;),

pour i = 1,..., n, et, daprés ce qui précede,

n+1

Y. rang( X/ K1), < rang(Z),

i=1
d’ou la conclusion. O

Définition (1.7). (i) On appellera type (resp. type nilpotent) pour X de rang n
toute suite de couples d’entiers

(”-’ >‘-) = ((”1’ )\1)’ cees (Vm’ }‘m))
vérifiant les conditions suivantes:

y1> oo >Vm>0’

m m
Yov<n (resp. Zv,.=n),

i=1 i=1
et
At <A +v,(28-2)

désquey,=vp, ,pouruni=1,...,m—-1

(ii) Avec les notations ci-dessus et pour (v.,A.) un type (resp. un type
nilpotent) pour X de rang n, on dira que le couple (&£, u) est de type (v.,A.)
(resp. nilpotent de type (»., A.)) si les conditions suivantes sont satisfaites:

(a) les Oy, o-modules cohérents ¥),..., ¥, sont tous plats sur O,

(b) pour tout point s de & et tout i = 1,..., m, le rang et le degré du fibré
vectoriel (X,/X;_,), sur X X cs sont égaux respectivement a »; et A,

(c) pour tout entier i > m, X, = X,

Remarque (1.8). (i) La longueur m d’un type (»., A.) est nécessairement
< n.
(ii) Si &= Spec(k), pour un corps k O C, tout couple (&, u) admet un type
et ce type est nilpotent si et seulement si (&, u) est nilpotent au sens de (0.2).

THEOREME (1.9). Soient & un champ algébrique sur C localement noethérien,
& un fibré vectoriel de rang n sur X X ¢ & et u: L= L X, QY un homomor-
phisme de Oy -modules.
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Alors, il existe une et une seule stratification (¥, ,,) de &, indexée par les

types pour X de rang n, en sous-champs algébriques localement fermés, ayant la
propriété suivante:
(*) pour tout schéma noethérien T sur C, tout morphisme de champs T AN & et
tout type (v.,\.), le couple (Lirys Ury) sur X X¢ T (déduit de (&, u) par le
changement de base f) est de type (v.,\.) si et seulement si f se factorise par
I’immersion localement fermée &, \, > <.

De plus, si I’on munit I’ensemble des partitions v, = (vy,...,v,,) (y; > -+ >
v, > 0, LI ,», < n) de la relation d’ordre

vyl (v + -y <o+ +y,Vix1)

(ot I’on a posé v; =0 sii > met v/ =0 si i >m’), alors, pour chaque partition
v. , le sous-champ algébrique

&= U y(v:,x.)
L, N\)

vl >,
de & est fermé.

Remarque (1.10). Par définition d’une stratification, pour tout ouvert
noethérien % de &, 4N, r,= ¢ sauf pour un nombre fini de types
(v., A.). Le théoréme (1.9) contient donc en particulier I'assertion que le type de
(&) 4(s)) Ma qu'un nombre fini de valeurs possibles quand s parcourt les
points d’un ouvert noethérien de &.

Preuve de (1.9). Considérons les Oy, o -modules cohérents €),..., %, ;.
D’aprés Mumford ((Mu], Lecture 8), il existe une et une seule stratification
(%»..2y) de &, indexée par les types pour X de rang n, en sous-champs
algébriques localement fermés de &, ayant la propriété suivante:

r r_. . f
(* *) pour tout schéma noethérien T sur C, tout morphisme de champs 7T — &
et tout type (v., A.), les Oy, r-modules cohérents yry, €yrys---s Cprys---»
%1y sont Or-plats de rang générique

LIPS Thl PPN JT o S0 SR o T Tl 2T s o 7
et de degré
A +n(2g—2), A + A, +2n(2g - 2),...

ces A e H X, A mn(2g = 2), . N 4+ - +A, + (n+ 1)n(2g - 2)

respectivement dans chaque fibre de la projection canonique X X o T — T si et
seulement si f se factorise par I'immersion localement fermée &, ), - <.
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Comme la formation des conoyaux commute aux changements de base, la
propriété (* *) coincide avec la propriété (*) (cf. (1.6)), dou la premiére
assertion du théoréme. _

Maintenant, le support de %, est formé des points s de & tel que le rang
générique de %, ,, soit supérieur ou égal & »; + -+ +p, pouri=1,...,n (ona
posé v; = 0 si i > m). Or les fonctions “rang générique de %,,,” (i = 1,..., n)
du point s de & sont semi-continues supérieurement (cf. [EGA], (15.1.1)), d’otx
la seconde assertion du théoréme. m|

En particulier, pour &= T*Fib , et pour (&, u) le couple universel (1.2), on
posera

(1.11) Ay =%y,
ou (1”) est la partition (1,...,1) de n, et

(1.12) Axo.n) =L 0y

pour tout type nilpotent (»., A.) pour X de rang n.

Remarques (1.13). (i) (Ax,,., ) pour (v.,A.) parcourant les types nilpo-
tents, est une stratification de A x ,.

(i) Pour tout entier /€ Z, Ay, , est la section nulle de T*Fib% ,; plus
généralement, pour tout type nilpotent (v., A.), Ay, »estlechamp algébrique
des couples (&, u) de type (v., A.).

(iii) Chacun des sous-champs algébriques Ay , et Ay, ), de T*Fiby , est
un fibré en cones sur Fiby ,.

Définition (1.14). On appellera cone nilpotent pour X de rang n le fermé
conique A y , de T*Fiby , défini ci-dessus. La stratification (A (, 1)) de Ay,
par les types nilpotents sera dite canonique.

2. Les champs algébriques Fib’;;, ,.. Fixons une suite d’entiers strictement
positifs v.= (»,,...,,,) telle que », + .-+ +», = n et une suite d’entiers A, =
(A ..., A,,) de méme longueur que ». ; on pose £= A, + -+ +A,,. ,

Pour tout schéma S sur C, soit Fib’,‘(‘, ,.(8) 1a catégorie dont les objets sont les
drapeaux de Oy, _s-modules

(2.1) L=0=%cPc. - cP,=2%)
oy, pour i =1,..., m, & estun fibré vectoriel sur X X ¢S tel que £,/%,_, soit

Og-plat et que, pour tout point s de S, le Oy,  -module cohérent (Z,/Z,_,)
ait pour rang générique », et pour degré A,; les fléches de cette catégorie sont les
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isomorphismes de drapeaux. On a un foncteur
(22) n},: Fib,, (S) - Fiby,

qui envoie &, sur 2.

LemMME (2.3). Le 2- foncteur S - Fib’,‘{" ,.(S) est un champ algébrique sur C et
le morphisme wx ,.+ Fiby L, Fibﬁ(, . €5t un morphisme de champs algébriques qui
est représentable et pro;ectzf

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoréme de Grothendieck de
représentabilité des foncteurs Quot” ([Gr], Théoréme 3.2). O

Comme dans le numéro précédent, on notera par £ le fibré vectoriel de rang n
universel sur X X cl-‘"'ibi(‘n et pri: X X ¢Fiby , = X, pry: X X ¢Fiby , — Fib% ,
les projections canoniques. De plus, on notera

(2.4) Z=(0=FcPc - cP,=(idyxn},)?)

m

le drapeau universel sur X XCFle ,, €t encore pri: X X¢ Fle .. = X et pry:
X x¢ Fiby , - Fib , les projections canoniques.
Soient R une C-algébre, I C R un idéal de carré nul, R, =R/l et £, . un

objet de Fiby , (R,). On considére Z,. comme un Oyq p -module ﬁltre (a
filtration cr01ssante) en posant

E("?o,') =$o,i (l = O’”'a m)a
on peut alors former le R Hom filtré (cf. [I1], V, (2.2))

RM(go,'a go, °) € och%hF(_m‘m_l)(wXGCR,,)'

PROPOSITION (2.5). La théorie des déformations de £, . en un objet ¥. de
Flb} ,.(R) est contrdlée par le complexe de D°(R )

RT(X ®¢ R,, FRHom(Z, ., Z,.)) & 1.

L’obstruction a déformer &, . en L. est donc un élément du H? de ce complexe et,
si cette obstruction est nulle, 1’ ensemble des déformations £. de £, . est un torseur
sous le H' de ce complexe alors que le groupe des automorphzsmes d’une déforma-
tion donnée s’identifie canoniquement au H® de ce complexe.
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Preuve. C’est une variante filtrée de (I1], IV, (3.1.5), et les détails de la
démonstration sont laissés aux lecteurs. O

Considérons maintenant le complexe filtrée
(2.6) RHom(Z, %) e och’:,hF(""'m‘l)(OxecFib,}._");
on a clairement
F, ,RHom(Z., Z) = (idX X frr};,')*R Hom(Z, £),

et donc le triangle distingué

2.7 (73:,)*R pr.R Hom(Z, &)
/ AN
RPrZ‘( I/Fb)R ) )[ 1] - Rprz-tFoR Hom(a?., j,)

dans Dbh(Flb ,.)- Dualement, on a, compte-tenu de la dualité de Grothendieck,
le triangle dlstmgué dans Dg,(FibY , )

~

(2.8) (w};,.)*Rprz.REQ_@(j, Z8,, le)

/ \

Rpr(F,_,/F_,)RHom( 2, £ ®, Q) — Rpr.F_,RHom(Z., 2 &, 94)[1]

(Ie dual de (F,,_,/F;) est Porthogonal de F,, i.e. ici F_,).

COROLLAIRE (2.9). Le triangle distingué de la théorie du complexe cotangent
pour le morphisme -, (cf.[1l], 1I, (2.1.5.6)),

'”x ») LFnb’ /€

/X

Lewy, ¢ = Lewy, /iy,

s ’identifie canoniquement au triangle distingué (2.8).

COROLLAIRE (2.10). Le champ algébrique Fiby % ». est lisse sur C, purement de
dimension X, ¢, ¢ j < m(VA; — v;A; + vv;(g — 1))
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Preuve. Pour tout corps k contenant C et tout &£, € ob Fib’,‘\;, ,. (k),
RHom(Z%., #.) n’a de cohomologie qu’en degré 0 et 1 et la cohomologie en
degré 1 est a support fini dans X ® ck (le gradué de RHom(%., Z.) est la
somme directe des RHom(&,/%,_,, £;/%;_1) (i, j = 1,..., m) et chacun de ces
R Hom est bien concentré en degré 0 et 1 avec, en degré 1, un support fini dans
X ® ck). Par suite, Rpr,.F,R Hom(.? Z)na de cohomologie qu en degres 0
et 1, compte-tenu de la platitude des quotients .2, /P, sur F1b . Dou la
lissité cherchée.

Pour tout corps k contenant C et tout £, € ob Fib’)(-, ,.(k),ona

x(X @ k, F,R Hom(Z., 2)[1])

- - Y x(X&k RHom(Z/%_,, /%))

l<igjsm

d’ot1 1a formule annoncée pour la dimension de Fib% % ». sur C, par Riemann-Roch.
O

3. Le théoréme principal. Passons a la démonstration de (0.3). Plus précisé-
ment, nous allons montrer le résultat suivant:

THEOREME (3.1). Pour tout type nilpotent (v.,N.) pour X de rang n, le
sous-champ localement fermé conique

Ax .2y C T*Fiby ,

défini en (1.12) est soit vide soit lisse sur C, purement de dimension n*(g — 1), et
lagrangien dans T*Fiby .

COROLLAIRE (3.2).  Le sous-champ fermé conique A y , de T*Fiby , est réduit,
purement de dimension n*(g — 1) et lagrangien dans T*Fiby .

Preuve de (3.1). Fixons un type nilpotent (»., A.) tel que Ay, ,, soit non
vide (un tel type existe toujours car Ay ,(C) est non vide: prendre L€
ob Fiby ,(C) trés instable, par exemple L= 0%, alors il existe un homomor-
phisme mlpotent u L—> L, 0%). On pose £/=A; + - +A,, de sorte que
Ay w.ayC Flbx,,

On considére alors le morphisme de champs

7= F1b},,-—> Fib% ,,
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défini en (2.2), et le diagramme correspondant de I'application cotangente (cf.
Appendice A)

T*Fibf, , Xy, Fibly, — T*Fiby,,,

T

T*Fib ,

On note 2 le sous-champ fermé de T*Fib% , X gy, FibY , image réciproque par
IT de la section nulle de T*Fib;, . D’aprés (2.9), pour tout schéma S sur C,
2(S) est la catégorie des couples

(€., 05 > Rr,.F_,RHom( 2., 2. ®,, QY)),
i.e. des couples

(2. 226, 94)

.?,=(0=$0C,?1C C$m=$)

est un objet de Fib’}‘;, ».(S) et out u est un homomorphisme de Oy s-modules tel
que

u(Z) ¥, B, Q,

pour i = 1,..., m; en particulier, pour un tel (&., u) € ob 3(S), on a
%,

pour i = 1,..., m, avec les notations de (1.3).

Appliquons alors (1.9) & £ et a la restriction 8 2 de ’homomorphisme
universel (1.2). On obtient en particulier une strate =, ,, et on vérifie facile-
ment que 'immersion 2, ) — 2 est ouverte et que la restrictionde 7 4 2,
est un isomorphisme de 2, ,, sur Ay, », (pour (Z.,u) €obZ, , ,(S), on
a¥,=X,pouri=1,...,m).

On est donc dans les conditions d’applications de la proposition suivante (qui
sera démontrée dans I'appendice A) et le théoréme (3.1) s’en suit aussitot. O

PROPOSITION (3.3). Soient & et &’ deux champs algébriques et lisses sur C,
f1 &’ — % un morphisme de champs représentable et

T*S Xy P —— T+

1

™
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le diagramme de 1’ application cotangente de f (cf. Appendice A). On pose
W= F T2,

ou T F’ est la section nulle de T*’, et on suppose qu’il existe un ouvert non vide
WO de W qui s’envoie isomorphiquement par f sur un sous-champ algébrique
localement fermé ¥ de T*S. Alors, ¥ est lisse sur C et lagrangien dans T*&. En
particulier, si & est de plus purement de dimension d ., ¥ est aussi purement de
dimension d .

Suivant Drinfeld ([Dr]), on posera la définition suivante:

Définition (3.4). Soit k un corps contenant C. Un fibré vectoriel £ sur
X ®: k de rang n sera dit trés stable s’il n’existe pas d’homomorphisme nilpotent
de Oyg  -modules

PR 1
u: -2, U
autre que zéro.

PROPOSITION (3.5). Les points de Fiby , correspondant a des fibrés vectoriels
trés stables forment un ouvert dense de Fiby ,. Si g > 0, cet ouvert dense est
contenu dans 1’ouvert dense de Fiby , formé des fibrés vectoriels semi-stables au
sens de Mumford.

Preuve. La premiére assertion résulte de (3.1). Pour la seconde, il suffit de
démontrer que, pour tout corps k contenant C, un fibré vectoriel # de rang n
sur X ® k qui n’est pas semi-stable n’est pas non plus trés stable. Or, pour un
tel fibré, il existe un sous-fibré £’ — Zet un fibré quotient £ —» £”, avec £’ et
&L semi-stables et u(&L’) > p(L) > p(L”), ou p est la “pente” (le quotient du
degré par le rang). Alors, on a Hom(.#’, £”) = 0 et x(R Hom(%’, £")) < 0,
d’ot Hom(Z", &’ ®,, Q%) # 0; maintenant, si v € Hom(%", £’ ®, L),
v # 0, le composé

L>» P =52, 0 > Lo, O
est clairment nilpotent et non nul. ‘ a

Remarques (3.6). (i) Pour g =0, 0% ® 0,(1)" (0’ >0,n" >0,n" +n" =
n) est a la fois trés stable et non semi-stable.

(ii)) Dans [Dr], Drinfeld annonce que les fibrés trés stables forment un ouvert
dense de Fib, , dont le complémentaire est purement de codimension 1; je n’ai
pas vérifié cette derniére assertion.

Un argument standard (rappelé dans I'appendice A) montre, compte-tenu de
(3.1), qu’il existe pour chaque type nilpotent (., A.) pour X de rang n un unique
sous-champ fermé réduit

(3.7) —FTBX,(V.,)\.) c FibX,n
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tel que Ay, ,, soit un ouvert dense du fibré conormal a ﬁEX,(,,”M dans
Fiby ,. Plus précisément, le fermé Fib, , ,, est I'adhérence dans Fiby , de
'image de Ay (,  », par la projection canonique du fibré cotangent de Fiby .

Pour certains types nilpotents (». , A.), on peut identifier Fib x.(v..1, & l'adhé-
rence d’une strate de la stratification de Shatz de Fiby ,. Rappelons tout d’abord
que tout fibré vectoriel £ de rang n sur X ® ¢ k, ou k est un corps contenant C,
admet une filtration canonique par des sous-fibrés vectoriels, dite de Harder-
Narasimhan,

0=FK¥YCcFR¥C --- CEY=2,

qui est caractérisée par la propriété suivante: pour tout j=1,...,s, le fibré
vectoriel
g/ ¢=FZ/F,_\%
est semi-stable, de rang et de degré notés respectivement p; et §; et on a les
inégalités
8, )

s
_ e > —

P Ps

(cf. [Ha-Na], (1.3.9.)). Le polygone de Harder-Narasimhan P, de % est
le polygdne concave 4 s cdtés dans R? dont le j-iéme cOté est le segment
qui relie le point (p; + -+ +p;_1,8; + -+ +8;_;) au point (p, + --- +p;,
8, + -+ +8;). Le champ algébrique Fib,, , admet une stratification canonique,
dite de Shatz,

(Fiby, »)

indexée par les polygdnes concaves a un nombre fini de cOtés et d’origine (0, 0)
dans R? (cf. [Sh], Théoréme 3). La strate Fiby , est localement fermée dans
Fiby , et lisse sur C et les objets de Fiby p(k) sont les fibrés vectoriels % de rang
n sur X ® k tels que P,= P. Pour deux polygOnes P et P’ comme ci-dessus on
dit que P < P’ si P et P’ ont méme extrémité et si P’ est au-dessus de P dans
R?; alors, pour tout P, la réunion de strates

U Fiby

P'>P

est fermée dans Fiby ,.
PROPOSITION (3.8).  Pour tout type nilpotent (v. , \.) pour X de rang n tel que

—_ > e > —
v y,
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le sous-champ fermé réduit Fib, .., de Fib X, défini en (3.7) est I’adhérence
dans Fiby , de la strate de Shatz F1b X, Pory ou P, . y est le polygone a m cotés
dans |R2 dont le i-iéme cbté est le segment qui relie (v + -+ +v,_y,
A+ s FA D a+ e v, A+ e X))

Preuve. Considérons I'ouvert dense de Fib), formé des &Z. tels que les
quotients successifs £,/ %;,_, (i=1,...,m) soient des fibrés vectoriels semi-sta-
bles. Alors, la restriction de 7}, 2 cet ouvert dense est un isomorphisme de cet
ouvert dense de Fib); , sur Fib, P,..», Par suite, avec les notations de la preuve
de (3.1), la restriction de 7(2) C T*Flb x.n 3 Fiby p nest autre que le fibré
conormal a cette strate Fiby , = dans Fiby . 1 en résulte que Ay, A
rencontre le fibré conormal de Fnb X, P, », dans Fiby , suivant un ouvert dense.
D’ou la conclusion. a

Remarques (3.9). (i) Quand le type (»., A.) ne vérifie pas les inégalités
>\1 Am

_ e > —

41 Vi

b

le sous-champ fermé Fiby , ,, de Fiby , est plus difficile 4 identifier. Je n’ai
traité pour l'instant que le cas n = 2 (voir [La], (6.2.2)) (le cas n = 1 est trivial).
(i) L’irréductibilité des strates de Shatz entraine lirréductibilité des Ay,

pour les types (». , A.) vérifiant
M

—_ > .. >
o1

N |s>’

Je ne sais pas démontrer l'irréductibilité de Ay , ), en général.

4. Preuve 2 la Atiyah et Bott de (0.3) (esquisse). Soit G un groupe algébrique
réductif sur C. On note Fiby ; le champ algébrique sur C des fibrés principaux
homogenes sous le X-schéma en groupes G XX et Fib} ; la composante
connexe du fibré trivial dans Fiby ; (pour G = GL,, Fiby ; = Fiby , et Fib%
est la composante connexe de Fiby , des fibrés vectoriels de degré 0).

Fiby ; est lisse sur C, purement de dimension (g — 1)dim G et la variété
analytique sous-jacente & Fib% ; admet suivant Atiyah et Bott (cf. [A-B]) la
présentation suivante. On note g l'algébre de Lie de G et, pour tout couple
d’entiers (p, q) avec p, ¢ > 0, &7 9(X) I'espace vectoriel des formes différe-
ntielles de type ( p, q) sur X; &% X) = &/ %°(X) est donc 'anneau des fonctions
complexes €* sur X et chaque &7 9(X) est un &/°(X)-module projectif de
type fini. Le groupe de gauge

¢=G(«°(X))
agit sur I'espace affine

%= (2 (X))
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des structures holomorphes sur le fibré principal homogéne €* trivial G X X —
X par

(4.1) (A, T) > ATA '+ 34 - 47!
eton a
(4.2) Fib} s = 9\ ¢

(% est I'espace de modules des couples (P, a), ou P est un fibré principal
homogéne holomorphe sous G X X et ou a est un isomorphisme du fibré €*
sous-jacent & P sur le fibré € trivial G X X — X).

Cette présentation de Fib% ; induit la présentation suivante de T*Fib% ;. On a
(4.3) = ¢x g*(#"°(X)):

% est un espace affine sous 'espace vectoriel g(/%!( X)) et cet espace vectoriel
est en dualité avec g*(/1%( X)) grice 4 'accouplement naturel

() e (#M0(X)) x g(#1 (X)) > &V X)
et a la forme trace

f: 2V(X) > C.
X
Par suite, le diagramme de I'application cotangente

T*Fib ¢ Xpus, , € — T*€
g

T*Fib% ¢

identifie T*FibY ; au quotient du fermé
T*Fib% ; = {(T,U)|dU - [U,T] = 0}
de T*% (ou [U,T]= U A T + T A U) par laction coadjointe de ¢
(4.4) (4,(T,U)) » (ATA™* + 94 -471, 4047,
Considérons maintenant le fermé A ; de f*Fib‘}y ¢ (et donc de T*%) défini par

(4.5) Ag={(T,U)|dU - [U,T] = 0 et Uest nilpotent }.

11 est clair que I'action coadjointe de & sur T*% préserve A .
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Définition (4.6). Le cone nilpotent de T*Fib  est le fermé A, de T*Fib% ¢
quotient du fermé A ; de T*Fib) ; par I'action coadjointe de 4.

Remarque (4.7). Soit p,,..., p, une base des polyndmes sur g* invariants
pour Paction coadjointe de G formée de polyndmes homogénes de degrés
dy,...,d,, respectivement. Suivant Hitchin (cf. [Hi], §4), on a une application
analytique

p: T*Fib% ; — GB1 HO( X, (2%)°)
-

définie par

p(T,U) = (p(V),..., p,(U))

(de 5({_— [T, U] =0, on déduit aussitdt que d(p,(U)) =0 pour i =1,...,r).
Alors A n’est autre que p~}(0).

THEOREME (4.8). Le fermé A de T*Fib ; est lagrangien.

Preuve de (4.8) (esquisse). Tout d’abord “la dimension de A est partout
supérieure ou égale A celle de Fib} ;” car A; = p~1(0) et, si G est semi-simple

Y dimcHO( X, () °) = dim Fib g
j=]

(cf. [Hi], 4.1), avec les notations de 4.7. _
Il reste donc a voir que A est isotrope. Or A est réunion localement finie de
strates de la forme

{(T,U)|dU - [U,T] = 0et U € 0%}

ou 0* c g*(«»%(X)) est une orbite coadjointe nilpotente de ¥((4,U) —
AUA ™). Le théoréme (4.8) résulte donc de la proposition (4.9) ci-dessous. O

PROPOSITION (4.9). Soit 0* C g*(#V%( X)) une orbite pour I’ action coadjointe
de 9. Alors la 2-forme symplectique canonique w de T*% s’annule identiquement
sur

{(T,U))0U - [U,T] =0 et U € 0*}.

Preuve de (4.9). Fixons (T,,U,) € T*% avec dU, — [U,,T,] = 0 et U, € O*.
La 2-forme symplectique canonique sur 7*% en (I, U,) n’est autre que

o,y (T T, (5, 03)) = fx(<U1, L,y = (U, T))

ot (I, Uy) et (I, Uy) € Ty, 1, (T*%) identifié & g(*'(X)) X g*(L>(X)).
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D’autre part, Iespace tangent 2 la sous-variété localement fermée {(T, U|dU —
[U T} =0et Ue 0*} de T*¥ en (T, U,) s’identifie clairement au sous-espace
suivant de g(%(X)) X g*(HL°(X)):

{(I,U)34 € g(«°(X)) avec U = —[U,, 4] et
[U,, 34 + [4,T,] -T] =0}
(on a Lie(%) = g(#°(X)), on a
T,0* = {U|34 € g(°(X)) avec U = - [U,, 4]}
et on a, pour U = —[U,, 4] avec dU, — [U,, T,] = 0,
au-[u,r,] - [U,T] =[U, 34 + [4,T,] - I]).

11 reste donc & démontrer que, pour tous A4,, 4, € g(#°(X)) et tous 2,, 2, €
6( >N (X)) avec [U, ] = [U,, 2,1 =0, 0on a

fX(<[UO’ ‘4.1]’ QZ - (_9‘42 - [AZ’ I‘o]>
~([U,. 4,). 9, - 34, - [4,,1,])) = 0.
Pour démontrer cette derniére égalité, on remarque premiérement que

fx<[U0"‘il]’Q2> = fx<[Uo’ AZ]’QI> =0

car [U,, Q,] = [U,, ®,] = 0. Puis, on remarque que, par intégration par parties,
AU, 41, 34;) = [ (3[v,, 4], 4;)

= fx<[Uo’ A.Z]’ 5A.1> + fx<[[l]o’ Fo]’ A.l]9 A'2>
puisque U, — [U,, T,] = 0. Il reste donc 2 vérifier que

~([U,. 4].[4,.T,]) + ([0, 4,]. [ 40, T.]) = ([[U. T.], 4], 4,) =0

ce qui résulte aussitdt de 'identité de Jacobi. O
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Appendices.

A. Compléments de géométrie symplectique. Soit 7 un schéma lisse sur C,
muni d’une structure symplectique, i.e. d’'une 2-forme globale w; non dégénérée
et fermée.

Définition (A.1). Un sous-schéma localement fermé V de T est dit strictement
isotrope si la restriction de w; a V est identiquement nulle; il est dit strictement
lagrangien s’il est strictement isotrope et si en tout point v de V' la dimension de
V en v est égale a4 la moitié de la dimension de T en v.

Un sous-schéma localement fermé V de T est dit isotrope (resp. lagrangien) s’il
existe un ouvert dense de V qui est strictement isotrope (resp. strictement
lagrangien) dans T.

Remarques (A.2). (i) Pour tout point ¢ de T, la dimension de T en ¢ est paire
puisque T est symplectique; si 7 est un sous-schéma fermé isotrope de T, pour
tout point v de V, on a nécessairement

dim (V) < idim (7).
(ii) Si V est un sous-schéma localement fermé de T qui est lisse sur C, alors V'
est strictement isotrope (resp. strictement lagrangien) si et seulement si V est

isotrope (resp. lagrangien): Q! est localement libre et toute section de €}, qui
s’annule sur un ouvert dense de V est identiquement nulle.

PROPOSITION (A.3). Soit V un sous-schéma localement fermé de T. Alors, si V
est strictement lagrangien, V est lisse sur C.

Preuve. Pour tout point complexe v de V, on a la surjection canonique
ity Yy > D)
(V —5 T). De plus, on a d’une part
dim¢ (QY,,)) > 4 dim,(T)
et d’autre part
(2%g))(0re) =0,
puisque V est strictement lagrangien dans T. Par suite, on a
dim¢ (2Y,)) = 1 dim,(T)

pour tout point complexe v de V. D’ou la conclusion d’aprés [EGA], (IV,
17.15.5). O
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A tout schéma S lisse sur C est attaché canoniquement un schéma lisse sur C,
muni d’une structure symplectique, & savoir T*S, le fibré cotangent & S. On
notera simplement wg la 2-forme canonique sur T*S; on a

ws = ‘“doS
ou b est 'unique 1-forme globale sur T*S telle que, pour toute section locale «
de QL, on ait
a*ls = a
avec a la section locale de la projectlon canonique 7: T*S — S définie par a
(T*S = V((25)*), oi (25)* = Hom(Q}, 05)).

Si S’ est un autre schéma lisse sur C et si f: S’ — S est un morphisme de
schémas sur C, on a le diagramme de I'application cotangente

(A.4) T*S Xg 8" —>T*s’
1
T*S,
ou festla projection canonique et F la différentielle de f. On vérifie facilement
que F*f5 = f*0 et donc que
(A.5) F*og = f*wg.

PROPOSITION (A.6). Soient V C T*S et V' C T*S’ des sous-schémas locale-
ment fermés; on pose W = F~Y(V"). On suppose que V' est strictement isotrope et
qu’il existe un ouvert W° de W tel que f(W°) = V et que f: W° — V soit lisse.
Alors V est aussi strictement isotrope.

Prewve. On a wg |V’ = 0 par hypothése et donc
(frag)We = (Frog)| W° = 0.
Or, pour tout point v € V, il existe w € W° tel que f(w) = v et que
g, - O,

soit injective, d’ou la conclusion. O

Si R est un sous-schéma fermé intégre de S, on note simplement Tp*S (et on
appelle encore fibré conormal 2 R dans S) 'adhérence dans 7*S du fibré
conormal & R° dans S, ol R° est un ouvert dense de R qui est lisse sur C
(TeES =V ((Ker(Qyz0 = Qpo)*). TS est un fermé intégre de T*S qui est
lagrangien (il est bien connu et facile de voir que TS est strictement lagrangien).
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De plus, Tg*S est conique (stable par I'action naturelle de GL, ¢ sur T*S).
Réciproquement, on a le résultat bien connu suivant:

PROPOSITION (A.7). Soit V C T*S un fermé intégre conique lagrangien. Alors,
7(V) = R est un fermé intégre de S (1: T*S — S est la projection canonique) et
V = TgsS.

Preuve. 11 est clair que 7(V') = R est un fermé intégre de S puisque V est
intégre et conique. Soit alors R° un ouvert dense de R qui est lisse sur C et V° un
ouvert dense de ¥ N 77 Y(R®) qui est lisse sur R° et donc strictement lagrangien.
11 suffit de montrer que V° C TS puisque V° et TS ont la méme dimension.
Pour cela, fixons un point complexe v de V° d’image r dans R°. On a

TV — TX(T*S),,
via 'isomorphisme
T,(T*S) — T*(T*S)

donné par la structure symplectique, puisque ¥ est strictement lagrangien. Or,
comme V est conique, le champ d’Euler en v est contenu dans T,V (le champ
d’Euler est la générateur infinitésimal de 'action de GL, ¢ sur T*S) et par suite
la valeur en v de 6 est dans T*(T*S), (Visomorphisme Jng — Qug donné
par la structure symplectique envoie le champ d’Euler sur ). On en déduit
aussitdt que v € (Tg*S),, d’ou la conclusion. a

Remplagons maintenant les schémas lisses sur C par des champs algébriques et
lisses sur C. Les définitions et résultats ci-dessus se généralisent immédiatement
dans ce nouveau cadre grace aux remarques suivantes.

Soit & un champ algébrique et lisse sur C. On peut recouvrir % par un
schéma S, automatiquement lisse sur C, i.e. on peut trouver un schéma S sur C
et un morphisme de champs

¢S~

représentable, lisse et surjectif. Alors, si L, ¢ est le complexe cotangent de &
sur C, on a un isomorphisme canonique

(A.8) 9*Ly)c = [QIS/C - Q%v/y’]
dans D/(0s), ou Q¢ et Q. sont deux Og-modules cohérents localement

libres placés en degres 0 et 1, respectivement. On a aussi le diagramme de
I'application cotangente de ¢

(A.9) T*$x, § — T*S

g

™9
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ou @ est I'immersion fermée correspondant & I'inclusion

H 0(‘P*Ly/c) - QlS/c
induite par (A.8).

Définition (A.9). Un sous-champ algébrique localement fermé ¥~ de T*& est
dit strictement isotrope (resp. isotrope, strictement lagrangien, lagrangien) si,
pour un (et donc pour tout) recouvrement ¢: S — % comme ci-dessus, le
sous-schéma localement fermé

v=2o(3"(r)
de T*S Tlest.

En particulier, si & est purement de dimension d, et si ¥'C T*¥ est
lagrangien (resp. strictement lagrangien), ¥~ est purement de dimension d . (resp.
lisse sur C, purement de dimension d, d’aprés (A.3)). De plus, (A.6) et (A.7)
s’étendent aux champs algébriques.

Preuve de (3.3). C’est une conséquence directe de (A.6) et des remarques qui
précedent. o

B. Une premiére preuve du théoréme (0.1) dans le cas particulier G = GL, .
Pour chaque partition », de n (». = (vy,...,7,), V1= -+ =2v,>0 et
v, + -+ +w, =n), on note P, le sous-groupe parabolique standard de G de
Levi GL, ¢ X¢ -** X¢GL, c plongédiagonalement dans G et on note &, =
G/P, le schéma connexe, projectif et lisse sur C des sous-groupes paraboliques
de G conjugués a P, .

Pour chaque ». , on note 0,* I'orbite nilpotente de Richardson associée a P, :
Upegsp b*C g* est un fermé irréductible formé d’éléments nilpotents et contient
une et une seule orbite nilpotente de G comme ouvert dense, C’est 0,* ; pour
toute orbite nilpotente 0* de G, il existe une et une seule partition ». de n telle
que 0* = 0,* (on a noté ci-dessus p C g la sous-algebre de Lie de P et p Ltcg*
son orthogonal).

Pour chaque ». , ’ensemble

A, ={(8.8)g € Zs(¢) et g € O )

est le support d’un sous-schéma localement fermé de T*G, intégre et lisse sur C
purement de dimension n?, noté encore A, , et la projection canonique

A O
est lisse, de fibre en £* le groupe algébrique connexe Z;(£*). La réunion disjointe

AG = UAv
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est un sous-schéma fermé réduit de 7*G. Les A, et donc A sont clairement
coniques.

Le théoréme (0.1) pour G = GL,  est précisé par I’énoncé suivant:

THEOREME (B.1).  Pour toute partition v, de n, le sous-schéma localement fermé
A, de T*G est strictement lagrangien.

Preuve. Fixons une partition », de n et considérons le “schéma d’incidence”

7, :G,—> G

= {(8.P)eGxc P, (g€ P).

Comme G, est fibré sur &, de fibre P en P, G, est un schcma connexe,
quas1-pr03ect1f sur C, de d1mensxon égale a celle de G, i.e. n’ Considérons le
diagramme de I'application cotangente de 7,

~ Hl‘. ~
T*G %, G, — T*G,

T*G
et posons
s, = 0;Y126,).
L’étude différentielle de la projection G, - %, montre aussitot que, pour tout

point complexe (g, P) de G,, , la fibre de II _en ( g, P) s’identifie canoniquement
a lapplication C-linéaire

g* = (g* x p*)/{(v*, 4a*(g)(»*) — »*)p* € p+}
£* — classe de (¢*,0).
Par suite
= {(8.P.§) € G, xc F*ig e Z5(¢*) et * € p*}.
Maintenant, comme 0,* est un ouvert dense de U, o 2. b L
= {(g P,¢*) €3, 1¢* € 0}

est un ouvert dense de =, et on vérifie facilement que #, induit un isomorphisme
de 29 sur A, . On peut apphquer (A.6), d’ou la concluswn O
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Remarque (B.2). Pour toute partition ». de n, notons 7. = (v,,..., ¥) la
partition duale (m = v, et pour j=1,...,m,0n a

v=#{i=1,...,m>j}).
Alors, 0,* est I'orbite de la matrice nilpotente
diag(,(0), ..., %(0))

ou, pour tout entier 7 > 1 et tout a € C, J;(«) est le bloc de Jordan de taille
X v

<

[ 7

a 1

1

L a

(on a identifié g* & g = gl, ¢ de la fagon usuelle). Considérons maintenant le
sous-ensemble

Gv. = U 8- diag(‘lfq(al)’ M Jﬁm(am)) : g_l
g€G
a,...,a,EC*
a,-*aj

de G. 11 est facile de voir que G, est le support d’un sous-schéma localement
fermé de G, intégre et lisse sur C, noté encore G, (G, est une “nappe de
Dixmier”). Alors, Tg* G rencontre A, suivant un ouvert dense et donc A, est un

ouvert dense de T G.

Les démonstrations de (3.1) et de (B.1) sont trés similaires. C’est encore plus
frappant si I'on introduit le champ algébrique et lisse sur C, connexe et de
dimension 0, %, des classes de conjugaison dans G; % est le quotient de G par
P’action de G sur lui-méme par conjugaison et le morphisme quotient ¢: G — %
est un recouvrement. On a alors

T*%; Xq, G — T*G
qui s’identifie au sous-schéma fermé réduit de support

{(g, &*)g € Z5(£%)} € G X g* = T*G.

Par suite, A définit encore un sous-champ algébrique fermé, réduit, conique et
lagrangien de T*%;, noté encore A .
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C. Preuve du théoréme (0.1) pour G arbitraire. Si 'on identifie 7G 4 G X g
= {(8, &%) et T*G 4 G X g* = {(g, £)} par translation & gauche, on a une
identification correspondante

T(T*G) = G X g* X g X g* = {(g, £*, &, £*)}
et la 2-forme symplectique canonique w de T*G est donnée par
w(g'p)((ip 5.1*), (52, 5{))
= £x(g287") — 62 (stig™) + &*(glé, £:1271)

pour tous (£,, £),(£,, §F) € T, 1+ (T*G) et tout (g, £*) € T*G.
Fixons une orbite coadjointe O* c g*. Alors

{(g.6")1g € Z5(£*) et &* € 07}

est une sous-variété localement fermée de T*G, purement de dimension égale 2
celle de G, et I'espace tangent au point (g,, £¥) de cette sous-variété s’identifie
canoniquement au sous-espace

{(§,8)3v e gavec £ = [v, e2] et £+ v — g7 lvg, € Z,(£2))

Le théoréme (0.1) est trivialement conséquence de la proposition suivante:

ProPOSITION (C.1). La 2-forme symplectique canonique « de T*G s’annule
identiquement sur

{(g.8")Ig € Z5(¢*) er §* € 0%}

pour toute orbite coadjoint O* C g*.

Preuve de (C.1). 11 sagit de voir que pour tous », », € g et py, B, € Z (§X),
on a

E2¢ 5:]("2 — 88, + l‘z) = [v2, 5:](”1 - gng, 't + .ul)
+£2([ry = 81187  + by, vy — 802871 + ual) = o0.

Or,on a

[v,€x](w) =0
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et
£x([v,p]) = &2([p,¥D =0

siv € getue Zy(£}). Par suite, on est ramené & montrer que
[v1, £21(v2 — 8285 ") = [v2, £21(01 — 8185 )

+£:([”1 - 801’180_1a vy — gongo_I]) =0,

i.e. que
g:([”Z - go”2go_l, Vl] - [Vl - govlgo_1$ V2]

+ [Vl — g8, vy — goVZgo_l]) =0,

ou encore que

5:(80["1’ v18;" = [v, Vz]) = 0.
Mais cette derniére égalité résulte aussitot de la relation g, € Z;(£}). O

Cette démonstration de (0.1) et la démonstration de (0.3) que nous avons
esquissée au numéro 4 sont de méme nature (voir le dernier paragraphe de
Pappendice B).
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