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0. Introduction. Soit G un groupe algébrique réductif complexe, g son algèbre
de Lie, g * le dual de l'espace vectoriel sous-jacent à g et .K* C g * le cône fermé
réduit formé des éléments nilpotents de g* : . N'* est par définition la réunion des
sous-espaces vectoriels b -` C g *, où b parcourt les sous-algèbres de Lie de Borel
de g .

Le groupe G agit sur g* par la représentation coadjointe et laisse stable K* ;
.N'* est réunion d'un nombre fini d'orbites pour cette action, les orbites nilpo-
tentes de G (cf . [Sp-St]) .

Dans le fibré cotangent T*G de G, identifié à G x c g* par translation à
gauche, considérons le sous-ensemble

AG= {(g, * )~gEZG( * ) et c* E

où on a noté ZG(*) le centralisateur de * dans G pour l'action coadjointe .
Alors, on a (voir Appendices B et C pour des démonstrations) :

THÉORÈME (0.1) . A G est le support d'un fermé réduit conique et lagrangien de
T*G, noté encore AG .

L'objet de cet article est de prouver un analogue "global" de (0.1) . Plus
précisément, soient X une courbe projective, lisse et connexe sur C et n un entier

1 . Notons FibX, n
le champ algébrique sur C des fibrés vectoriels de rang n

sur X et T*FibX, n le fibré cotangent à FibX,
n .

Les points de T*FibX, n sont les
couples

(2', 2'-- £ 0

où 2 est un fibré vectoriel de rang n sur X ® k, pour un corps k contenant C,
et où u est un homomorphisme de ax® k -modules .

Définition (0.2) . On dira qu'un couple (2, u) comme ci-dessus est nilpotent
si l'homomorphisme composé

~-~ 2'®a 01 *
X

	

2'®e,,, ~X( )
®2

. . .
u®1®fin-t~

	

®n
-~~®

aX (~X)

est identiquement nul (on a noté simplement 1 l'identité de SIX) .
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Par analogie à AG , on considère le sous-ensemble

A x, n = ((2', u) nilpotent

de T*FibX, n . L'énoncé suivant, que j'avais conjecturé dans [La] (6.2.1), est le
résultat principal de cet article .

THÉORÈME (0.3) . A X, n est le support d 'un fermé réduit conique et lagrangien de
T*FibX, n noté encore Ax, n •

En particulier, les fibrés vectoriels 2' de rang n sur X k, pour k un corps
contenant C, tels qu'il n'existe pas d'homomorphismes de Û X®~k -modules
u: 2-p ®ax StX avec (2, u) nilpotent autres que zéro, forment un ouvert
dense de FibX, n (à savoir l'ouvert au dessus duquel AX, n se réduit à la section
nulle de T*FibX, n ) . C'est à ma connaissance Drinfeld qui le premier a considéré
cet ouvert dense de Fib X, n (cf . [Dr]) .

Le plan de cet article est le suivant . Au numéro 1, nous définissons le cône
nilpotent A X, n et sa stratification canonique par les types nilpotents. Au numéro
2, nous étudions d'un point de vue différentiel les champs de drapeaux
(généralisés) de fibrés vectoriels sur une courbe . Le numéro 3 contient la preuve
du théorème (0.3) ainsi que divers compléments (en particulier le lien entre A X, n
est la stratification de Shatz de Fib X, n par le polynôme de Harder-Narasimhan) .
Au numéro 4, nous esquissons une autre démonstration de (0 .3), valable plus
généralement pour les fibrés principaux homogènes sur X sous un go'upe réductif
complexe arbitraire et qui utilise la présentation d'Atiyah et Bott du champ de
ces fibrés .

Dans l'appendice A nous donnons les définitions et résultats de géométrie
symplectique utilisés dans le cours du texte . Dans le cas particulier G = GLn , c ,
nous donnons une première démonstration de (0.1) dans l'appendice B . Enfin
dans l'appendice C, nous montrons (0.1) en général .

Les résultats de cet article s'étendent sans grande modification au champ des
faisceaux cohérents de rang générique n sur X et permettent de définir un
processus d'induction parabolique pour les faisceaux automorphes (analogue
géométrique de la théorie des séries d'Eisenstein pour GLn sur un corps de
fonctions) . Nous y reviendrons .

J'ai bénéficié pour cet article de discussions fructueuses avec C . Moeglin, L .
Moret-Bailly, et J. L. Waldspurger. La frappe du manuscrit a été admirablement
réalisée par Mme. Bonnardel et Mme. Le Bronnec, je les en remercie .

l. Le champ algébrique T*FibX, n et le cône fermé A X, n . Pour la notion de
champ algébrique, on renvoie à [Ar] et à un travail en préparation de l'auteur .

On fixe dans tout cet article une courbe X connexe, projective et lisse sur C, de
genre g, et un entier n > 1. Le champ algébrique Fib X, n des fibrés vectoriels 2
de rang n sur X est lisse sur C, purement de dimension n2(g -1). Ses
composantes connexes (FibX, n ) e' E z paramêtrent les fibrés vectoriels de rang n
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sur X de degré t fixé. On notera

	

le fibré vectoriel de rang n universel sur
X X c Fibx, n et prl : X X c Fibx, n -~ X, pr2 : X X c Fibx, n --> Fibx, n les pro-
jections canoniques .

Le complexe cotangent de Fibx, n (cf . [Il], II, (1 .2 .7)) est donné par

L Fibx,„/c = Rpr2*Hom , ®aX x

et, par dualité de Grothendieck, le faisceau tangent de Fib x, n est donné par

'Fibx, „ic = R'pr2*Hom( ., .&) .

Le fibré cotangent de Fibx, n

T : T*Fibx n -~ Fibx, n

est le fibré vectoriel au sens de Grothendieck V(YFib x, nec) associé au faisceau
cohérent '~Fib X, „~c sur Fibx, n .

LEMME (1 .1) . Pour tout schéma S sur C, T*Fib x, n(S) est la catégorie des
couples (2, 2'- 2 ®oX X ), où 2 est un fibré vectoriel de rang n sur X X cS et
où u est un homomorphisme de '9 x ,s-modules .

Preuve. Fixons un fibré vectoriel 2 de rang n sur X X cS, i.e. 2E
ob Fibx n ( S ) . Alors, un objet de T*Fibx, n(S) au dessus de 2 est la donnée d'un
homomorphisme de as-modules

('Fibx, nie) ®e'FbX LOS

i .e. d'un homomorphisme de as-modules

Ripr2*Hom (2, 2 ) as

compte-tenu du théorème de changement de base (on a noté encore
pr2 : X X c S -~ S la projection canonique). Maintenant, un tel homomorphisme
équivaut à une flèche

Rpr2 *Hom(2, 2) [1] -~ as

dans Doh(as ) et donc, par dualité de Grothendieck, à une flèche

as -~ Rpr2*Hom(2, 2®e X SZX~

dans D~ h(as ), i .e. finalement, par adjonction, à un homomorphisme de axx~s -
modules

ax x s Hom (2, 2 ®QX X ) .

D'où la conclusion.

	

D
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Ce lemme montre que T*Fib x, n est le champ algébrique sur C des couples
(2, u). En particulier, on a un homomorphisme Ûx x T*Fib x, n -linéaire universel

(1 .2)

	

û : (idX X T)*2i (idX X T) *$8®ax 0X.

Pour tout champ algébrique 2 sur C, tout fibré vectoriel 2 de rang n sur
X X 4 9', tout homomorphisme aX

	

-linéaire u : 2'

	

®ax X et tout entier
i > 0, on notera simplement

u` : ~-~~®a (~X)
®`

x

l'homomorphisme composé

u ® id ( -i ) (!_1 ,

	

o . . .

et

	

et ', les noyaux et conoyaux de u`, de sorte que l'on a une suite exacte

2®a (2X)®` -
+ ~, -~ 0

x

de aXx ~ p-modules cohérents . On a trivialement les inclusions

(1 .4)

(1 .5)

(u ® id~X) o u

0=, o c . 1 c . 2 c . . . c2

et u induit, pour tout i > 1, un monomorphisme

(t +1/i1) ---~ (/-)1®a 01 •x

LEMME (1 .6) . Supposons que les (9x -modules cohérents ~1 ,	+ 1

soient tous plats sur

	

. Alors :
(i) pour tout i =1, . . ., n, 2'/f, , / _ 1 et .' sont des fibrés vectoriels sur

X X c2;
(ii) pour tout entier i > n, .)t/1_ 1; = 0 et .)tÇ _ .fin .

Preuve. Pour i = 1, . . ., n + 1, 2'/i;, ,Ç/. _ 1 et Ç sont plats sur (9
puisque l'on a les suites exactes

0-'2/r-*2'®a (SIX) ®`- ',-0x

0 - / -1 -*2'/i-1- 2'/,1 -3 0

et

De plus, pour tout point s de So, (2'/)t')(S), (;/t'_1)(s) et ( ;) (S ) sont des
fibrés vectoriels sur X X cs d'après (1 .4), (1 .5) et les "platitudes" ci-dessus. D'où



l'assertion (i) et le fait que 2'/)n + 1' n + 1/)n et )n + 1 sont des fibrés vectoriels
sur X X c5' (cf. [EGA], (0 .6 .6.19)).
Compte-tenu de (1 .5), pour prouver l'assertion (ii), il suffit de montrer que
n + 1/ n = 0, i.e. compte-tenu de ce qui précède, que ()n + 1/ )(S) = 0 pour

tout point s de 2'. Or, on a, d'après (1 .5),

rang(, +1/)(S) < rang( / _1)(S),

pour i - 1, . . ., n, et, d'après ce qui précède,

n+1
rang( .)/1_1)(S) •< rang(2),

i=1

d'où la conclusion.

	

D

Définition (1 .7) . (i) On appellera type (resp. type nilpotent) pour X de rang n
toute suite de couples d'entiers

(v., X •) = (( v1, A 1 ), . . ., ( vm , Xm))

vérifiant les conditions suivantes :
v1 ~ . . . > vm >0,

m

	

m
v< < n

	

resp .

	

v; = n ,
i==l

	

i=1

et
A;+1 < A ; + v . (2g -- 2 )

dès que v, = v .+ 1 pour un i =1, . . ., m -1.
(ii) Avec les notations ci-dessus et pour (v . , X .) un type (resp. un type

nilpotent) pour X de rang n, on dira que le couple (2, u) est de type (v. , X . )
(resp. nilpotent de type (v. , X.)) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) les aX X r-modules cohérents ~1, . . . , S n + 1 sont tous plats sur e,
(b) pour tout point s de 2 et tout i =1, . . ., m, le rang et le degré du fibré

vectoriel ( .X';/..*'_ 1)(S) sur X X cs sont égaux respectivement à v1 et A ;,
(c) pour tout entier i > m,

	

_ , gym .

Remarque (1.8) . (i) La longueur m d'un type (v, , X .) est nécessairement
<n

(ii) Si 2'= Spec(k ), pour un corps k C, tout couple (2, u) admet un type
et ce type est nilpotent si et seulement si (2, u) est nilpotent au sens de (0 .2).

THÉORÈME (1.9) . Soient 2' un champ algébrique sur C localement noethérien,
un fibré vectoriel de rang n sur X X c5' et u : .'-+ X&X X un homomor-

phisme de ax x ~ s modules .
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Alors, il existe une et une seule stratification (9 v , A) ) de 9, indexée par les
types pour X de rang n, en sous-champs algébriques localement fermés, ayant la
propriété suivante :

(*) pour tout schéma noethérien T sur C, tout morphisme de champs T - 9 et
tout type (v, , X.), le couple (2(T) , u (T) ) sur X Xc T (déduit de ($8, u) par le
changement de base f) est de type (v. , A •) si et seulement si f se factorise par
l'immersion localement fermée v. , -~ $8.

De plus, si l'on munit l'ensemble des partitions v . _ (y1, . . ., vm) ( i'
vm > 0, E7 .1v1 < n) de la relation d'ordre

v,<v; a(vl+ . . .+v1<vi+, . .+vr',dl>1)

(où l'on a posé v1 = 0 si i > m et v1 = 0 si i > m'), alors, pour chaque partition
i' ., le sous-champ algébrique

50. = U

	

v : , k.)
(v~ , X'.)
v; > v .

de $8 est fermé .

Remarque (1.10) . Par définition d'une stratification, pour tout ouvert
noethérien Gl/ de So, f 5ow , ) _ 0 sauf pour un nombre fini de types
(v , X.). Le théorème (1.9) contient donc en particulier l'assertion que le type de
(~(s)' u(s) ) n'a qu'un nombre fini de valeurs possibles quand s parcourt les
points d'un ouvert noethérien de 9 .

Preuve de (1.9) . Considérons les Oxx , ,-modules cohérents ç,	+1 •
D'après Mumford ([Mu], Lecture 8), il existe une et une seule stratification
(9',, •, X .) ) de 9, indexée par les types pour X de rang n, en sous-champs
algébriques localement fermés de $8, ayant la propriété suivante :

(* *) pour tout schéma noethérien T sur C, tout morphisme de champs T
et tout type (y., X.), les aX x, T-modules cohérents '01(T)' 2(T)'"'

	

.m(T)' • • • ,
~n+1(T) sont (Or -plats de rang générique

P1 , V 1 + P 2 , . . ., P 1 + v2 + . . . + vm , . . . , V 1 + v2 + . . . + vm

et de degré

X1 1 + n (2g - 2), X1 + A 2 + 2n (2g - 2), . . .

. . .,X 1 + • • • +Am+mn(2g-2), . . .,A1+ • • • +Am + (n+1)n(2g-2)

respectivement dans chaque fibre de la projection canonique X X c T -~ T si et
seulement si f se factorise par l'immersion localement fermée 9( ,, , A .) -~ 50.
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Comme la formation des conoyaux commute aux changements de base, la
propriété (* *) coïncide avec la propriété (*) (cf . (1 .6)), d'où la première
assertion du théorème.

Maintenant, le support de 9 est formé des points s de 2 tel que le rang
générique de ; ( s) soit supérieur ou égal à v l + . . . + v; pour i =1, . . ., n (on a
posé v; = 0 si i > m) . Or les fonctions "rang générique de ' ( s) " (i =1, . . ., n )
du point s de 2 sont serai-continues supérieurement (cf . [EGA], (15.1 .1)), d'où
la seconde assertion du théorème.

En particulier, pour 2= T*Fibx, n et pour (2, u) le couple universel (1 .2), on
posera

A, n - ~1" )'

où (ln) est la partition (1, . . . ,1) de n, et

(1 .12)

K

Ax,(v,X .)

K

' v . X .)

pour tout type nilpotent (y., X .) pour X de rang n .

Remarques (1.13) . (i) (A x, (,, , X ) ) ' pour (v, ,X,) parcourant les types nilpo-
tents, est une stratification de Ax, n •

(ii) Pour tout entier g 'E Z, Ax (n+ l ) est la section nulle de T*FibX, n ; plus
généralement, pour tout type nilpotent (v, , X.), A x, (v, , X ,) est le champ algébrique
des couples (2, u) de type (v, , X.).

(iii) Chacun des sous-champs algébriques A x, n et A x, ( v, , X ,) de T*Fibx, n est
un fibré en cônes sur Fibx, n •

Définition (1.14). On appellera cône nilpotent pour X de rang n le fermé
conique A x, n de T*Fibx, n défini ci-dessus. La stratification (A x, (v . , a .) ) de Ax, n
par les types nilpotents sera dite canonique .

2. Les champs algébriques FibX, v. . Fixons une suite d'entiers strictement
positifs v,= (y 1 , . . ., y,,,) telle que i i 1 +

K

+ y,,, = n et une suite d'entiers A . _
(X1 , . . ., Xm ) de même longueur que v, ; on pose '= A 1 + . . . +Am.

Pour tout schéma S sur C, soit FibX, ,, (S) la catégorie dont les objets sont les
drapeaux de ~%x x s-modules

(2.1)

K

2,=(0-2oc21c . . . C2m -2)

où, pour i =1, . . ., m, 2, est un fibré vectoriel sur X X cS tel que 2;/2; _ 1 soit
9-Plat et que, pour tout point s de S, le 9xx e -module cohérent (2,/2,_1)(S)
ait pour rang générique v; et pour degré A ;, les flèches de cette catégorie sont les
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isomorphismes de drapeaux . On a un foncteur

(2.2)

	

» FibX, (S) --~ FibX, n

qui envoie 2• sur 2 .

LEMME (2.3). Le 2-foncteur S -~ FibX, v . (S) est un champ algébrique sur C et
le morphisme 17 v : FibX, v , - FibX, n est un morphisme de champs algébriques qui
est représentable et projectif .

Preuve. C'est une conséquence immédiate du théorème de Grothendieck de
représentabilité des foncteurs Quot p ([Gr], Théorème 3 .2) .

	

D
N

Comme dans le numéro précédent, on notera par le fibré vectoriel de rang n
universel sur X X C FibX, n et pr1 : X X c FibX, n - X, pr2 : X X c FibX, n * Fibx, n
les projections canoniques . De plus, on notera

(2 .4)

	

£•= 0= ° c 1 C . . . C m =(idXX

le drapeau universel sur X X CFibX, v et encore pr1 : X Xc FibX, v -p X et pr2 :
X Xc FibX, y --~ FibX, y les projections canoniques .

Soient R une C-algèbre, 1 C R un idéal de carré nul, R o = R/I et 2, • un
objet de FibX, ,, (R0) . On considère 2 • comme un ax® R0 -module filtré (à
filtration crossante) en posant

F(2', .)

	

(i=0, . . .,

on peut alors former le R Hom filtré (cf. [Il], V, (2 .2))

R Hom 2 •

	

h

	

,o, , 2o, •) E Ob DcohF (-mm-1) (9X®o R„

PROPOSITION (2.5). La théorie des déformations de 2e, . en un objet 2 • de
FibX,,, (R) est contrôlée par le complexe de D b( R o)

RF(X ®c Ro, F°R Hom(2o, ., 2', .)) ®R0 I .

L'obstruction à déformer 2, • en Z est donc un élément du H2 de ce complexe et,
si cette obstruction est nulle, l'ensemble des déformations 2 • de 2e, . est un torseur
sous le H1 de ce complexe alors que le groupe des automorphismes d 'une déforma-
tion donnée s'identifie canoniquement au H° de ce complexe .

m) ;
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Preuve. C'est une variante filtrée de [Il], IV, (3.1.5), et les détails de la
démonstration sont laissés aux lecteurs .

	

D

Considérons maintenant le complexe filtrée

(2 .6)

	

RHom(.,, £) E obDCÔhF(_m,m-1) (( x~FibxÀ, P )'

on a clairement

Fm_1R Hom( ,, ,) _ (idxX

	

v.) *R Hom( , ~),

et donc le triangle distingué

(2.7)

	

( : v . ) *R

	

~rX pr2*R Hom(2, £)
+1

Rpr2*(Fm-1/Fo)RHom(,, ,)[- 1] --' Rpr2*F0RHom(,, .)

dans Dôh(FibX, v. ) . Dualement, on a, compte-tenu de la dualité de Grothendieck,
le triangle distingué dans Dôh(FibX, v . )

(2.8)

	

( : .)~X v *R

	

R Hom( ,

Rpr2*(F1/F_1)R Hom( ., , ® SIX) -~ Rpr2*F_ 1R Hom

(le dual de (Fm_ 1/Fo ) est l'orthogonal de F0 , i.e. ici F_ ) .

COROLLAIRE (2.9). Le triangle distingué de la théorie du complexe cotangent
pour le morphisme ~X, v (cf. [Iii, II, (2.1 .5 .6)),

~X, v,

	

LFibx, n/C

\1

LFib~x,~./C --4 LFibX, v,/FibX,,,

s'identifie canoniquement au triangle distingué (2 .8) .

COROLLAIRE (2.10) . Le champ algébrique FibX, v. est lisse sur C, purement de
dimension ~1 ~ i . j< m(v i Af - v~A i + v i vf(g - 1)) .

N
®ax

®e' ~x)[1]
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Preuve. Pour tout corps k contenant C et tout

	

. E ob FibX, v. (k),
R Hom(2., 2.) n'a de cohomologie qu'en degré 0 et 1 et la cohomologie en
degré 1 est à support fini dans X ® ck (le gradué de R Hom(2., 2'.) est la
somme directe des R Hom(21/2; _ 1, £f,/2 . 1) (i, j = 1, . . ., m) et chacun de ces
R Hom est bien concentré en degré 0 et 1 avec, en degré 1, un support fini dans

N

	

N

X ® c k ) . Par suite, R pr2 *FoRHom(2., 2.) n'a de cohomologie qu'en degrés 0
et 1, compte-tenu de la platitude des quotients 2'/ ~ _ 1 sur FibX, v . . D'où la
lissité cherchée .
Pour tout corps k contenant C et tout 2. E oh FibX, (k), on a

X (X ec k, FoRHom(2., 2'.)[1])

1<i<j<m

d'où la formule annoncée pour la dimension de FibX,,, sur C, par Riemann-Roch .
D

3. Le théorème principal . Passons à la démonstration de (0.3) . Plus précisé-
ment, nous allons montrer le résultat suivant :

THÉORÈME (3 .1) . Pour tout type nilpotent (y., X .) pour X de rang n, le
sous-champ localement fermé conique

x v X C T*Fibx n

défini en (1.12) est soit vide soit lisse sur C, purement de dimension n 2(g - 1), et
lagrangien dans T*Fibx, n •

COROLLAIRE (3 .2) . Le sous-champ fermé conique A x, n de T*Fibx, n est réduit,
purement de dimension n 2(g - 1) et lagrangien dans T*Fibx, n •

Preuve de (3 .1). Fixons un type nilpotent (v. , X .) tel que AX,(., soit non
vide (un tel type existe toujours car Ax, n(C) est non vide: prendre 2E
oh Fibx, n(L) très instable, par exemple 2= (9, alors il existe un homomor-
phisme nilpotent u: 2- 2' ®

	

On pose = A 1 + . . . + X,,,, de sorte que
C Fibx, n .

On considère alors le morphisme de champs

~ .=

	

F i abX, ~ FibÇT

	

?Tx, v . . ,

	

v .

	

x, n ,



défini en (2 .2), et le diagramme correspondant de l'application cotangente (cf .
Appendice A)

T*FibX, n X Fbb, n
FibX, v

. --~ T*Fib X, v

T*Fibx, n

On note le sous-champ fermé de T*Fibx, , x FibX, ,FibX, v, image réciproque par
H de la section nulle de T*FibX, v . • D'après (2.9), pour tout schéma S sur C,
(S) est la catégorie des couples

(2'., (os -~ R°pr2*F_1R Hom(2., 2. ®a ~x)X

i .e. des couples

(2.,2---'® -~ aX x

où
2.=(0=2° c21 c

est un objet de FibX, ,, (S) et où u est un homomorphisme de c°x < s-modules tel
que

u(2,) c2',_1 ®aX StX,

pour i

	

1, . . ., m, en particulier, pour un tel (2., u) E ob (S), on a

pour i =1, . . ., m, avec les notations de (1.3) .
Appliquons alors (1 .9) à et à la restriction à de l'homomorphisme

universel (1 .2) . On obtient en particulier une strate (v . , X .) et on vérifie facile-
ment que l'immersion lr(v ., ) .) --~ est ouverte et que la restriction de

	

X .)
est un isomorphisme de

	

sur A X,(v . ,

	

(pour (2. ,u) E oh (v ., X .) (5) ' on
a 2, _

	

, pour i =1, . . . , m ) .
On est donc dans les conditions d'applications de la proposition suivante (qui

sera démontrée dans l'appendice A) et le théorème (3.1) s'en suit aussitôt .

	

D

PROPOSITION (3.3) . Soient

	

et 2" deux champs algébriques et lisses sur C,
f: .5" --~ 2' un morphisme de champs représentable et

T*2'X 2" -F-~ T*So'

f

T~~
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le diagramme de l'application cotangente de f (cf. Appendice A) . On pose

= F-1(T,~2"),

où T2' est la section nulle de T*2', et on suppose qu'il existe un ouvert non vide
V'° de qui s'envoie isomorphiquement par f sur un sous-champ algébrique
localement fermé r de T*2'. Alors, r est lisse sur C et lagrangien dans T*5o . En
particulier, si 2' est de plus purement de dimension d,~, r est aussi purement de
dimension d,5 .

Suivant Drinfeld ([Dr]), on posera la définition suivante :

Définition (3.4) . Soit k un corps contenant C . Un fibré vectoriel 2 sur
X k de rang n sera dit très stable s'il n'existe pas d'homomorphisme nilpotent
de 9x® k -modules

u :'-~2®aX ~X

autre que zéro .

PROPOSITION (3.5) . Les points de FibX, n correspondant à des fibrés vectoriels
très stables forment un ouvert dense de FibX, n . Si g > 0, cet ouvert dense est
contenu dans l'ouvert dense de FibX, n formé des fibrés vectoriels serai-stables au
sens de Mumford .

Preuve. La première assertion résulte de (3 .1) . Pour la seconde, il suffit de
démontrer que, pour tout corps k contenant C, un fibré vectoriel 2 de rang n
sur X k qui n'est pas serai-stable n'est pas non plus très stable. Or, pour un
tel fibré, il existe un sous-fibré 2' -* 2 et un fibré quotient 2 2", avec 2' et
2" serai-stables et t(2') > µ(2) > z(2"), où µ est la "pente" (le quotient du
degré par le rang) . Alors, on a Hom(2', 2") = 0 et X(R Hom(2', 2")) <0,
d'où Hom(2" , 2' ® SZ 1

	

0; maintenant, si v E Hom(2", 2' ® ~1aX x)

	

pX X),
v * O, le composé

2-.2"---'2®X ~X -4 2®X ~X

est clairment nilpotent et non nul .

	

D

Remarques (3.6) . (i) Pour g = 0, aX ® e'(1)" (n' > 0, n" > 0, n' + n" _
n) est à la fois très stable et non serai-stable .

(ii) Dans [Dr], Drinfeld annonce que les fibrés très stables forment un ouvert
dense de FibX, n dont le complémentaire est purement de codimension 1 ; je n'ai
pas vérifié cette dernière assertion .

Un argument standard (rappelé dans l'appendice A) montre, compte-tenu de
(3.1), qu'il existe pour chaque type nilpotent (y., X .) pour X de rang n un unique
sous-champ fermé réduit

FibX,(v ., a .) c Fi X, n
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tel que A x, (v. , X .) soit un ouvert dense du fibré conormal à Fib x, (v . , dans
Fibx, n • Plus précisément, le fermé Fibx,(v, ) est l'adhérence dans Fibx, n de
l'image de A x,(v„ par la projection canonique du fibré cotangent de Fibx, n •

Pour certains types nilpotents (v, , X.), on peut identifier Fib x, (v . , a ) à l'adhé-
rence d'une strate de la stratification de Shatz de Fibx, n . Rappelons tout d'abord
que tout fibré vectoriel 2 de rang n sur X ® c k, où k est un corps contenant C,
admet une filtration canonique par des sous-fibrés vectoriels, dite de Harder-
Narasimhan,

0 = Fo2c F12c . . . c J ,2=2,

qui est caractérisée par la propriété suivante : pour tout j =1, . . ., s, le fibré
vectoriel

gr~F2=1 2/F~- 12

est serai-stable, de rang et de degré notés respectivement p1 et S~ et on a' les
inégalités

s 1

	

65

P1

	

Ps

(cf. [Ha-Na], (1.3 .9 .)) . Le polygône de Harder-Narasimhan P3 de 2 est
le polygône concave à s côtés dans 2 dont le j-ième côté est le segment
qui relie le point (p 1 + . . . +

	

S1 + . . . + 6f_ 1 ) au point (P i +

	

+ p,,
S 1 +

	

+ 6) . Le champ algébrique Fibx, n admet une stratification canonique,
dite de Shatz,

(FibX , P)

indexée par les polygônes concaves à un nombre fini de côtés et d'origine (0, 0)
dans 2 (cf . [Sh], Théorème 3). La strate Fib x, P est localement fermée dans
Fibx, n et lisse sur C et les objets de Fib x, p ( k) sont les fibrés vectoriels 2 de rang
n sur X k tels que P3 = P . Pour deux polygônes P et P' comme ci-dessus on
dit que P < P' si P et P' ont même extrémité et si P' est au-dessus de P dans
R 2 ; alors, pour tout P, la réunion de strates

U Fibx, P
P' ~ P

est fermée dans Fibx, n •

PROPOSITION (3.8) . Pour tout type nilpotent (v . , X .) pour X de rang n tel que

> . . .>
U1

	

Um
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le sous-champ fermé réduit FibX, ( ,„ ) } de FibX, n défini en (3.7) est l'adhérence
dans FibX, n de la strate de Shatz FibX, où Pc,, , est le polygône à m côtés
dans R 2 dont le i-ième côté est le segment qui relie (v l + •' • + v, _ 1 ,
X 1 + . . . +X1_1) à (v l + . . . +v,, X 1 + . . • +A;) .

Preuve. Considérons l'ouvert dense de FibX, , formé des 2, tels que les
quotients successifs 2,/fit_ 1 (i =1, . . ., m) soient des fibrés vectoriels serai-sta-
bles. Alors, la restriction de irX, u à cet ouvert dense est un isomorphisme de cet
ouvert dense de FibX; v. sur FibX, . Par suite, avec les notations de la preuve
de (3 .1), la restriction de zr(~) C T*FibX, n à FibX, per a n'est autre que le fibré
conormal à cette strate Fib X, P, dans FibX, n . Il en résulte que AX,(y„ A .)
rencontre le fibré conormal de FibX, p, dans FibX, n suivant un ouvert dense.
D'où la conclusion . D
Remarques (3.9) . (i) Quand le type (y., X .) ne vérifie pas les inégalités

v l

	

Um

le sous-champ fermé Fib x,( ,, , de FibX, n est plus difficile à identifier. Je n'ai
traité pour l'instant que le cas n = 2 (voir [La], (6 .2 .2)) (le cas n =1 est trivial) .

(ii) L'irréductibilité des strates de Shatz entraîne l'irréductibilité des AX,(y.,À .)
pour les types (v, , X .) vérifiant

X1

	

X m
v l

	

vm

Je ne sais pas démontrer l'irréductibilité de A X, ( v . , en général.

4. Preuve à la Atiyah et Bott de (0.3) (esquisse) . Soit G un groupe algébrique
réductif sur C . On note FibX, o le champ algébrique sur C des fibrés principaux
homogènes sous le X-schéma en groupes G x X et FibX, C la composante
connexe du fibré trivial dans Fib X, G (pour G = GLn, FibX, C = FibX, n et FibX, G
est la composante connexe de Fib X, n des fibrés vectoriels de degré 0) .

FibX, G est lisse sur C, purement de dimension (g -1)dim G et la variété
analytique sous-jacente à FibX, G admet suivant Atiyah et Bott (cf . [A-B]) la
présentation suivante . On note g l'algèbre de Lie de G et, pour tout couple
d'entiers (p, q) avec p, q > 0, sep' Q( X) l'espace vectoriel des formes différe-
ntielles de type (p, q) sur X; d °(X) = d°'°(X) est donc l'anneau des fonctions
complexes 9°° sur X et chaque d°' "(X) est un d°( X)-module projectif de
type fini . Le groupe de gàuge

9- c(d °(X))
agit sur l'espace affine

(g = g (do.l ( X))
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des structures holomorphes sur le fibré principal
homogène

'°° trivial G x X -*

X par

(4 .1)

et on a

(4 .2)

(A, F) - AF'A _1 +
aA

Fibx , G - ~\

(' est l'espace de modules des couples (P, a), où P est un fibré principal
homogène holomorphe sous G x X et où a est un isomorphisme du fibré '°°
sous-jacent à P sur le fibré '°° trivial G x X -~ X) .

Cette présentation de FibX, G induit la présentation suivante de T*FibX , G • On a

(4 .3)

	

T*~= Çt'x ç *(~i,°(X)) :

% est un espace affine sous l'espace vectoriel g (d ° ' 1(X)) et cet espace vectoriel
est en dualité avec g *(d 1' °( X)) grâce à l'accouplement naturel

(,) : g*(di,o(X)) X (d°' 1 (X)) - d1 ' 1(X)

et à la forme trace

d"(X) --~ C .
x

Par suite, le diagramme de l'application cotangente

T*Fib >X G XFiboG (-* T*~

T*FibX, G

identifie T*FibX, G au quotient du fermé

î*FibGX- {(F, u)10u - [U, F] - 0}

de T*' (où [U, F ] = U A F + F A U) par l'action coadj ointe de

(4.4)

	

(A, (F, U)) - (AFA'-+ 3A • A_1, A U A -1) •

Considérons maintenant le fermé À G de f*FibX, G (et donc de T*') défini par

(4 .5)

	

AG = (( F, U )I a U - [U, F ] = 0 et U est nilpotent) •
N

Il est clair que l'action coadjointe de Ç sur T*~ préserve À G •
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Définition (4.6) . Le cône nilpotent de T*FibX, G est le fermé A G de T*Fib°x, G
quotient du fermé ÀG de frFibX,G par l'action coadjointe de ~ .

Remarque (4.7) . Soit Pi»'. . Pr une base des polynômes sur g * invariants
pour l'action coadjointe de G formée de polynômes homogènes de degrés
d 1 , . . ., d r, respectivement. Suivant Hitchin (cf. [Hi], §4), on a une application
analytique

r
p : i*FibX, G -~

	

H° X, (~X)
®d;

définie par

P(I', U) _ (pi(U), . . .,pr(U))

(de aU - [I', U ] = 0, on déduit aussitôt que a (p; (U )) - 0 pour i =1, . . ., r ).
Alors A G n'est autre que p -i(0).

THÉORÈME (4.8) . Le fermé A G de T*Fibx, G est lagrangien .

Preuve de (4.8) (esquisse) . Tout d'abord "la dimension de A G est partout
supérieure ou égale à celle de FibX, G" car AG = p- i(0) et, si G est serai-simple

r
dira cH ° X, ( i ) ®d1 ) = dira FibX, G

(cf. [Hi], 4 .1), avec les notations de 4.7 .
M

Il reste donc à voir que AG est isotrope. Or A G est réunion localement finie de
strates de la forme

((r, U)10U - [ U, r] = 0 et U E a* }

où a* c g*(ski'°(X)) est une orbite coadjointe nilpotente de #((A, U) -~
A UA - i ) . Le théorème (4.8) résulte donc de la proposition (4 .9) ci-dessous .

	

D

PROPOSITION (4.9) . Soit 0* c g*(di'°(X)) une orbite pour l'action coadj ointe
de 9. Alors la 2-forme symplectique canonique w de T*t9 s'annule identiquement
sur

{(r, u)1âu [v, r] = o et v E (9*) .

Preuve de (4.9) . Fixons (ro, U,) E T*~ avec aUo - [U0 , ro ] = 0 et Uo E d* .
La 2-forme symplectique canonique sur T*' en (ro , Uo ) n'est autre que

w(r.u)((ti, Uj) , ( t2' UZ)) - f
X
((,~~'z) - (U2, ta ))

où (ti , Û1 ) et (t2 , U2) E T(ro , U0) (T*2) identifié à g(d °' i(X)) x O*(ski'°(X)) .



D'autre part, l'espace tangent à la sous-variété localement fermée ((r, U) aU -
[U, r] = 0 et U E a*} de T* 2 en (ro , Uo ) s'identifie clairement au sous-espace
suivant de (d°' 1 (X)) X g (d' 0(X)) :

{(t, Ù)13À E g(d°(X)) avec Û = - [u0 , À] et

[u0,i+~

	

[À,ro]-t]=0}

(on a Lie() = g(d °(X)), on a

Tua - { Û13À E g(d°(X)) avec Û = - [ u,, À])

et on a, pour Û = -[ç, Â] avec a Uo - [Uo , r0 ] _
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f ([u0 , À,], 2)
x

0,

E

âY- [ù,F0] - [u0 ,t] _ [U0,À+

	

â[À,F0J -r]) .

Il reste donc à démontrer que, pour tous Â 1, A 2 E g (sas°(X)) et tous 5Z 1 ,
g( ° ' 1(X))avec [Uo,1,]=[Uo, 2 ] = 0,ona

f(([,A,],2_

	

Uo S~ À2- [A2, ro] IX

-([,À2 ],,

	

Uo - âÀ, - [À,, ro]i = 0 .

Pour démontrer cette dernière égalité, on remarque premièrement que

_

	

[vo,A2],~iiX

car [U0 , '2,] _ [U0 , 2 ] = 0. Puis, on remarque que, par intégration par parties,

f ([u,oA1 ] , aA2% _

	

a[ Uo, A1], A2x

	

x

f([u, A2], aÀ,) +

	

[Uo, ro], À,]' A 2
x

	

x
)

puisque d U0 - [(, r0 ] 0. Il reste donc à vérifier que

- ( [ Up, A 1 ], [
A2, ro ] l + ([,À 2],

	

Uo [A1, ro]i - ([,[Uoro], Â1 ] , À2) = 0

ce qui résulte aussitôt de l'identité de Jacobi .

	

D

o
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Appendices.

A. Compléments de géométrie symplectique . Soit T un schéma lisse sur C,
muni d'une structure symplectique, i .e, d'une 2-forme globale WT non dégénérée
et fermée .

Définition (A.1). Un sous-schéma localement fermé V de T est dit strictement
isotrope si la restriction de WT à V est identiquement nulle ; il est dit strictement
lagrangien s'il est strictement isotrope et si en tout point v de V la dimension de
V en v est égale à la moitié de la dimension de T en v .
Un sous-schéma localement fermé V de T est dit isotrope (resp . lagrangien) s'il

existe un ouvert dense de V qui est strictement isotrope (resp, strictement
lagrangien) dans T.

Remarques (A.2) . (i) Pour tout point t de T, la dimension de T en t est paire
puisque T est symplectique ; si V est un sous-schéma fermé isotrope de T, pour
tout point v de V, on a nécessairement

dimv (V) < 2dirn (T ) .

(ii) Si V est un sous-schéma localement fermé de T qui est lisse sur C, alors V
est strictement isotrope (resp . strictement lagrangien) si et seulement si V est
isotrope (resp . lagrangien) : est localement libre et toute section de qui
s'annule sur un ouvert dense de V est identiquement nulle .

PROPOSITION (A .3) . Soit V un sous-schéma localement fermé de T. Alors, si V
est strictement lagrangien, V est lisse sur C .

Preuve. Pour tout point complexe v de V, on a la surjection canonique

'(v)'
0

T(v)

	

0
V(v)

(V - ` T) . De plus, on a d'une part

dimC(~;,(v)) > i dim U(T)

et d'autre part

(A2i))(wT(V)) (~-

dim c ( (V) )~V

o,

puisque V est strictement lagrangien dans T. Par suite, on a

i dim~(T)

pour tout point complexe v de V. D'où la conclusion d'après [EGA], (IV,
17.15.5) .

	

D
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A tout schéma S lisse sur C est attaché canoniquement un schéma lisse sur C,
muni d'une structure symplectique, à savoir T*S, le fibré cotangent à S . On
notera simplement ws la 2-forme canonique sur T*S ; on a

ws = - dOs

où es est l'unique 1-forme globale sur T*S telle que, pour toute section locale a
de Sts, on ait

a*Bs = a

avec a la section locale de la projection canonique T : T*S -~ S définie par a
(T*S = V((2s) * ), où (S2s)* = Hom(SZs, as)) •

Si S' est un autre schéma lisse sur C et si f : S' -~ S est un morphisme de
schémas sur C, on a le diagramme de l'application cotangente

(A.4)

	

T*S xs S' _*T*S'

1

T*S,

où f est la projection canonique et F la différentielle de f . On vérifie facilement
que F*Bs, = f*Os et donc que

(A .5)

	

F*ws, = f *ws .

PROPOSITION (A.6) . Soient V C T*S et V' C T*S' des sous-schémas locale-
ment fermés ; on pose W = F-1(V') . On suppose que V' est strictement isotrope et
qu'il existe un ouvert W ° de W tel que f(W°) = V et que f : W ° -~ V soit lisse .
Alors V est aussi strictement isotrope .

Preuve. On a ws ' V' -= 0 par hypothèse et donc

(/*,) I Wo = (F*(os ,)I W° O.

Or, pour tout point v E V, il existe w E W ° tel que f(w) = V et que

f * . o1

	

_,,, 01
w

	

V, v

	

W°, w

soit injective, d'où la conclusion .

	

0

Si R est un sous-schéma fermé intègre de S, on note simplement TR S (et on
appelle encore fibré conormal à R dans S) l'adhérence dans T*S du fibré
conormal à R° dans S, où R° est un ouvert dense de R qui est lisse sur C
(TR„S = V ((Ker(S2s R ° PRO))*) . TRS est un fermé intègre de T*S qui est
lagrangien (il est bien connu et facile de voir que TR„S est strictement lagrangien) .
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De plƈƈ, TR S eƈƈ coniƈƈe (ƈƈable paƈ l'acƈion naƈƈƈelle de GLI ,c ƈƈƈ T*S) .
Récipƈoƈƈemenƈ, on a le ƈéƈƈlƈaƈ bien connƈ ƈƈivanƈ :

PROPOSITION (A.7). Soiƈ V C T*S ƈn feƈmé inƈègƈe coniƈƈe lagƈangien . Aloƈƈ,
T(V) = R eƈƈ ƈn feƈmé inƈègƈe de S (T : T *S --~ S eƈƈ la pƈojecƈion canoniƈƈe) eƈ
V = TRS.

Pƈeƈve. Il eƈƈ claiƈ ƈƈe T(V) = R eƈƈ ƈn feƈmé inƈègƈe de S pƈiƈƈƈe V eƈƈ
inƈègƈe eƈ coniƈƈe . Soiƈ aloƈƈ R° ƈn oƈveƈƈ denƈe de R ƈƈi eƈƈ liƈƈe ƈƈƈ C eƈ V° ƈn
oƈveƈƈ denƈe de V n T-1(R0) ƈƈi eƈƈ liƈƈe ƈƈƈ R° eƈ donc ƈƈƈicƈemenƈ lagƈangien.
Il ƈƈffiƈ de monƈƈeƈ ƈƈe V° c TROS pƈiƈƈƈe V° eƈ TROS onƈ la même dimenƈion .
Poƈƈ cela, fixonƈ ƈn poinƈ complexe v de V° d'image ƈ danƈ R°. On a

TUV--+ Tv (T*S) °,
via l'iƈomoƈphiƈme

TU(T*S) -~ TU*(T*S)

donné paƈ la ƈƈƈƈcƈƈƈe ƈymplecƈiƈƈe, pƈiƈƈƈe V° eƈƈ ƈƈƈicƈemenƈ lagƈangien . Oƈ,
comme V eƈƈ coniƈƈe, le champ d'Eƈleƈ en v eƈƈ conƈenƈ danƈ TUV (le champ
d'Eƈleƈ eƈƈ la généƈaƈeƈƈ infiniƈéƈimal de l'acƈion de GL1 , c ƈƈƈ T*S) eƈ paƈ ƈƈiƈe
la valeƈƈ en v de 0 eƈƈ danƈ T~ (T*S) U (l'iƈomoƈphiƈme Jaƈ --' ~T*ƈ donné
paƈ la ƈƈƈƈcƈƈƈe ƈymplecƈiƈƈe envoie le champ d'Eƈleƈ ƈƈƈ 9 ƈ ) . On en dédƈiƈ
aƈƈƈiƈôƈ ƈƈe v E (TRS) ƈ , d'où la conclƈƈion.

	

D

Remplaçonƈ mainƈenanƈ leƈ ƈchémaƈ liƈƈeƈ ƈƈƈ C paƈ deƈ champƈ algébƈiƈƈeƈ eƈ
liƈƈeƈ ƈƈƈ C . Leƈ définiƈionƈ eƈ ƈéƈƈlƈaƈƈ ci-deƈƈƈƈ ƈe généƈaliƈenƈ immédiaƈemenƈ
danƈ ce noƈveaƈ cadƈe gƈâce aƈx ƈemaƈƈƈeƈ ƈƈivanƈeƈ .

Soiƈ ? ƈn champ algébƈiƈƈe eƈ liƈƈe ƈƈƈ C . On peƈƈ ƈecoƈvƈiƈ ? paƈ ƈn
ƈchéma S, aƈƈomaƈiƈƈemenƈ liƈƈe ƈƈƈ C, i .e. on peƈƈ ƈƈoƈveƈ ƈn ƈchéma S ƈƈƈ C
eƈ ƈn moƈphiƈme de champƈ

p : S-99

ƈepƈéƈenƈable, liƈƈe eƈ ƈƈƈjecƈif. Aloƈƈ, ƈi L,~/e eƈƈ le complexe coƈangenƈ de ?
ƈƈƈ C, on a ƈn iƈomoƈphiƈme canoniƈƈe

(A .8)

danƈ D~h((9ƈ ), où Siƈ/c eƈ ƈonƈ deƈx aƈ-modƈleƈ cohéƈenƈƈ localemenƈ
libƈeƈ placéƈ en degƈéƈ 0 eƈ 1, ƈeƈpecƈivemenƈ . On a aƈƈƈi le diagƈamme de
l'applicaƈion coƈangenƈe de p

(A.9)

	

T*94 S

	

T*S

T*9'
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où 1 est l'immersion fermée correspondant à l'inclusion

~ O (p*L) ~ ~k'syc

induite par (A.8).

Définition (A.9) . Un sous-champ algébrique localement fermé de T*,5' est
dit strictement isotrope (resp . isotrope, strictement lagrangien, lagrangien) si,
pour un (et donc pour tout) recouvrement p : S -' comme ci-dessus, le
sous-schéma localement fermé

v= » (~ -1
(r ))

de T*S l'est .

En particulier, si est purement de dimension d~ et si rc T*5o est
lagrangien (resp . strictement lagrangien), r est purement de dimension d,~ (resp .
lisse sur C, purement de dimension d,~, d'après (A.3)) . De plus, (A.6) et (A.7)
s'étendent aux champs algébriques .

Preuve de (3 .3) . C'est une conséquence directe de (A.6) et des remarques qui
précèdent .

	

D

B. Une première preuve du théorème (0 .1) dans le cas particulier G = GLn , c .
Pour chaque partition v, de n (v. = ( v1> . ., vm), v 1 vm > 0 et
vl +

	

+ v,,, = n), on note Pv le sous-groupe parabolique standard de G de
Levi GLU,, c x c . . . x C GLU, c plongé diagonalement dans G et on note .9v . _
G/Pv , le schéma connexe, projectif et lisse sur C des sous-groupes paraboliques
de G conjugués à Pv . .

Pour chaque v . ,on note Ov l'orbite nilpotente de Richardson associée à Pv ,
U PE ~p 1 c g * est un fermé irréductible formé d'éléments nilpotente et contient
une et une seule orbite nilpotente de G comme ouvert dense, c'est a,,* ; pour
toute orbite nilpotente û * de G, il existe une et une seule partition v, de n telle
que cV'' = av (on a noté ci-dessus c g la sous-algèbre de Lie de P et L c g *
son orthogonal) .

Pour chaque v, ,l'ensemble

A,, _ {(g , *)Ig E ZG ( * ) et * E av* 1

est le support d'un sous-schéma localement fermé de T*G, intègre et lisse sur C
purement de dimension n 2 , noté encore A,,, , et la projection canonique

*A,,-,

	

v,

est lisse, de fibre en * le groupe algébrique connexe Z G(*) . La réunion disjointe

n G = UA,, .
V.
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est un sous-schéma fermé réduit de T*G . Les A y et donc AG sont clairement
coniques .

Le théorème (0.1) pour G = GLn, c est précisé par l'énoncé suivant :

THÉORÈME (B.1) . Pour toute partition v, de n, le sous-schéma localement fermé
A y de T*G est strictement lagrangien .

Preuve. Fixons une partition v, de n et considérons le "schéma d'incidence"
N

n,, : Gy,--~ G

ou
N

Gy.-((g,P)EGxEP .
N

	

N

Comme G,, est fibré sur .y, de fibre P en P, Gy, est un schéma connexe,
quasi-projectif sur C, de dimension égale à celle de G, i .e, n 2 . Considérons le
diagramme de l'application cotangente de 7ry,

N "V,

	

N

T*G XG Gy, --- p T*Gy .

T*G

et posons

_ II 1 TG "
V,Gy . .

N

L'étude différentielle de la projection Gy. -~ .y, montre aussitôt que, pour tout
point complexe (g, P) de Gy. , la fibre de II y en (g, P) s'identifie canoniquement
à l'application C-linéaire

g*

	

(g* X 1 )/{(v* , Ad*(g)(v *) - v *), v*
E l Î

* ---> classe de (*, 0) .

Par suite

N

~y. -
((g, p, *) E G,, Xe ~* Ig E ZG( *) et * E 1 } .

Maintenant, comme ay est un ouvert dense de UP E

~o _
((g, p, *) E

	

E ay*

est un ouvert dense de y et on vérifie facilement que ?Ty, induit un isomorphisme
de °, sur A,, .. On peut appliquer (A.6), d'où la conclusion .

	

D
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Remarque (B.2). Pour toute partition v, de n, notons
partition duale (m = v l et pour j =1, . . ., m, on a

v3 = #( i - 1, . . ., mIv; > j}) .

Alors, OY* est l'orbite de la matrice nilpotente

diag( 4(O),	4_(0))

où, pour tout entier v > 1 et tout a E C, .4(a) est le bloc de Jordan de taille
vXv

al, .
gEG

. .,am ECx
lX~ # lY~

a

	

1

1
a

(on a identifié g * à g = gl n , C de la façon usuelle) . Considérons maintenant le
sous-ensemble

Gy. =

	

U

	

g • diag( .41(a1),	Jvni(am)) • g-1

de G. Il est facile de voir que Gv, est le support d'un sous-schéma localement
fermé de G, intègre et lisse sur C, noté encore Gy . (Gv, est une "nappe de
Dixmier"). Alors, TG G rencontre A suivant un ouvert dense et donc A v . est un
ouvert dense de TcG.

Les démonstrations de (3.1) et de (B.1) sont très similaires. C'est encore plus
frappant si l'on introduit le champ algébrique et lisse sur C, connexe et de
dimension des classes de conjugaison dans G ; 'G est le quotient de G par
l'action de G sur lui-même par conjugaison et le morphisme quotient cp : G -~ ~dG
est un recouvrement. On a alors

T*~G X~ G

	

T*G
G

qui s'identifie au sous-schéma fermé réduit de support

{(g, *)~g E ZG(*)} c G XC g* = T*G.

Par suite, A G définit encore un sous-champ algébrique fermé, réduit, conique et
lagrangien de T*2G , noté encore A G.

`v, -- (v l , . . . , vm) la
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C. Preuve du théorème (0.1) pour G arbitraire. Si l'on identifie TG à G X g

_ {(g, *)} et T*G à G X g* - ((g, )) par translation à gauche, on a une
identification correspondante

T(T*G)=GXg*XgXg*_ ((g, * ,, *)}

et la 2-forme symplectique canonique co de T*G est donnée par

W(g, *)(( E1 , 1 )~ (f2' 2 ))

_ ~i (S~zB -1) - ~i (S~iS- ') + ~*(S[~i, ~2]S -1
)

pour tous ( 1 , i ), (S2' i ) E 7 g * ) (T*G) et tout (g, *) E T*G.
Fixons une orbite coadjointe a* C g*, Alors

{(8, ~*)~S E Zc (~*) et ~* E a*Î

est une sous-variété localement fermée de T*G, purement de dimension égale à
celle de G, et l'espace tangent au point (g 0 , ô ) de cette sous-variété s'identifie
canoniquement au sous-espace

((, *)~3vE gavec *_ [v, ô] et +v-g~ 1vgo EZB ( ô)

de ' g0, * ) (T*G) .
Le théorème (0.1) est trivialement conséquence de la proposition suivante :
PROPOSITION (C.1) . La 2 -forme symplectique canonique o de T*G s'annule

identiquement sur

{(g, ~*)~S E Zc (~* ) et ~* E d* }

pour toute orbite coadj oint a* C g* .

Preuve de (C .1). Il s'agit de voir que pour tous v l , v2 E g et µ l , µ 2 E ZA( ô ),
on a

[y1, o ](v2 - gov2go 1 + µ 2) - [ y2, o ](v1 - govlgo 1 + µl )

+ :([v1 govlgo 1 + µl, v2 - gov2go 1 + µ2]) = 0 .

Or, ona

[y,4o1(r) 0



et

i.e. que

ou encore que
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s~o ([~, µ]) _
c ([i'

v]) °
O

ô ( [ v2 - gov2go 1

Si v E g et µ E ZG( ô ) . Par suite, on est ramené à montrer que

*

	

*[y1, ~o ]( v2 - gov2go 1- [y2, ~o ](v1 - govlgo
1
)

+ o ( [ vl - govlgo 1 , v2 - gov2go 1]) = 0,

v l~ - [ vl - govlgo
1, v

2]

-+ v 1 - govlg 1o , v2 - gov2g
1

p ) = 0,

o (go [v 1 , v 2 ] go
1
- [ vl, "2]) = 0 .

Mais cette dernière égalité résulte aussitôt de la relation go E ZG(ô ) .

	

D

Cette démonstration de (0.1) et la démonstration de (0.3) que nous avons
esquissée au numéro 4 sont de même nature (voir le dernier paragraphe de
l'appendice B) .
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